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Значна частина конструкцій має у своєму складі деталі, які перебувають 
у контактній взаємодії одна з одною. Це, наприклад, штампи, прес-форми, ве-
рстатні пристосування, технологічне обладнання, двигуни тощо. Для них ха-
рактерним є варійований режим навантаження. Тому важливим аспектом при 
дослідженні напружено-деформованого стану таких конструкцій є визначення 
залежності контактного тиску від зовнішніх сил, які на них діють. Принцип 
суперпозиції для контактних задач у загальному випадку незастосовний. Однак 
для такого типу конструкцій установлена лінійна залежність контактного 
тиску від рівня навантаження. При цьому область контактної взаємодії не 
залежить від рівня навантаження. Продемонстровано, що така закономір-
ність справедлива не тільки для однокомпонентного, але і для багатокомпоне-
нтного навантаження. У результаті забезпечується можливість оперативно-
го визначення напружено-деформованого стану таких конструкцій зі збере-
женням точності одержуваних результатів.  
Застосовність розробленого методу продемонстрована на прикладі верс-
татних пристосувань лещатного типу. Установлені закономірності мають 
значення при здійсненні проектних досліджень конструкцій. Завдяки установ-
леній прямо пропорційній залежності розв’язку від діючих навантажень стає 
можливим скоротити терміни розробок конструкцій із елементами, що пере-
бувають у контактній взаємодії на поверхнях співпадаючої форми. При цьому 
розглядали різні варіанти набору навантажень, а також різні варіанти варію-
вання цих навантажень. Для розглянутих випадків підтвердилася пряма пропо-
рційнісь компонент напружено-деформованого стану величині діючих сил у ви-
падку їх узгодженої зміни. Також показано, що при нерівномірній зміні окремих 
компонент навантажень залежність контактного тиску і компонент напру-
жено-деформованого стану досліджених об’єктів від діючих сил має складний 
характер, відмінний від прямо пропорційного зв’язку. Одержані залежності 
служать основою при обгрунтуванні проектних і технологічних параметрів 
конструкцій, що проектуються, а також режимів їх експлуатації 
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Серед машинобудівних конструкцій значну частину складають такі, у складі 









наприклад, технологічне обладнання (преси, верстати, термопластавтомати), те-
хнологічне оснащення (пристосування, штампи, прес-форми), двигуни тощо. 
Відповідно, при цьому неможливо уникнути розв’язання задачі про контактну 
взаємодію елементів цих конструкцій [1]. На етапі проектних досліджень напру-
жено-деформованого стану (НДС) серед варійованих параметрів присутні не 
тільки проектні та технологічні параметри, але й діючі навантаження. Враховую-
чи, що у загальному випадку контактні задачі є нелінійними, це створює ситуа-
цію, у якій необхідно додатково здійснювати комп’ютерні розрахунки НДС при 
варіюванні кожного із компонентів системи діючих навантажень. Відповідно, 
різко зростає обсяг обчислень. Це припадає на той етап проектних розробок, ко-
ли тривалість чисельних досліджень є найбільш обмежувальним фактором. З ін-
шого боку, застосування спрощених аналітичних залежностей для аналізу розпо-
ділу контактного тиску та компонент НДС у багатьох випадках неприпустиме, 
оскільки це призводить до значної втрати точності розв’язку. Отже, створене 
протиріччя між необхідною точністю та оперативністю чисельних досліджень 
НДС елементів конструкцій. Задля вирішення цього протиріччя для окремого 
класу конструкцій пропонується новий метод, який дає можливість поєднати пе-
реваги чисельного та аналітичного моделювання НДС конструкцій. Така задача є 
актуальною, оскільки її розв’язання дає можливість різко підвищити оператив-
ність досліджень широкого класу конструкцій.  
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми  
Особливістю сучасного машинобудування є широке застосування та вигото-
влення прогресивних конструкції, що виконують традиційні функції. Це, напри-
клад, нагнітачі [2, 3], насоси [4, 6], підшипники [5], гідромашини [7–11] тощо. Так, 
у роботах [2, 3] із залученням чисельного та експериментального моделювання 
визначені характеристики цих складних конструкцій. Проте, у цих роботах не 
описані дослідження НДС окремих елементів нагнітачів із урахуванням контакт-
ної взаємодії. У роботах [4, 5] описані чисельні та експериментальні дослідження 
елементів насосів та роликових підшипників. Проте з точки зору аналізу контакт-
ної взаємодії до аналізу працездатності цих елементів є зауваження. Вони поляга-
ють у недостатній увазі до розподілів компонент НДС, які зумовлені дією контак-
тного тиску. У роботах [7–11] досліджені робочі процеси у насосах, гідромоторах 
та роторах мехатронних систем. Разом із тим, недостатня увага приділяється 
нелінійним процесам і станам, що реалізуються у таких конструкціях. 
Таким чином, у цих роботах для обґрунтування раціональної форми, роз-
мірів та режимів експлуатації таких конструкцій застосовуються та розробля-
ються високоефективні моделі та методи досліджень. У багатьох випадках такі 
дослідження призводять до необхідності розв'язання нелінійних задач аналізу 
[4–6]. Однак це суттєво збільшує обсяг чисельних досліджень, оскільки стає 
несправедливим принцип суперпозиції, який властивий лінійним системам. 
Отже, як варіант усунення цього протиріччя, привабливою є перспектива хоча 
би для частинних випадків установити закономірності поведінки розв’язків не-
лінійних задач при варіюванні, зокрема, діючих навантажень [8–10]. Це створи-









джень. З одного боку, – це широка область застосування та висока точність, а з 
іншого – оперативність, а також наочність та прогнозування тенденцій зміни 
результатів аналізу при варіюванні навантажень. 
Зокрема, це дуже важливо для аналізу контактної взаємодії тіл уздовж 
співпадаючих поверхонь. Це – достатньо широкий та розповсюджений клас 
конструкцій. Для їх функціонування важливим аспектом є забезпечення необхі-
дного рівня міцності або жорсткості. А це, в свою чергу, визначається, значною 
мірою, контактною взаємодією системи тіл. Натепер це – не повністю дослі-
джена тема [1]. 
На теперішній час існує велика кількість проблем у дослідженні контакту 
пружних тіл. Контактна взаємодія елементів конструкцій складає важливий та 
обширний напрям у механіці [1]. Для розв’язання задач про контактну взаємодію 
елементів конструкцій розроблено широку множину методів та моделей. Зокрема, 
це роботи [1, 12–14]. Для розв’язання контактних задач, які при цьому виникають, 
у цих роботах застосовуються методи варіаційних нерівностей або варіаційний 
принцип Калькера [14–16]. Ці методи та моделі охоплюють широкий клас контак-
тних задач, проте мають низку недоліків. Серед них – відсутність універсального 
механізму урахування різних чинників, зокрема властивостей матеріалів проміж-
них шарів між контактуючими тілами. У роботах [17–19] описані моделі власти-
востей шорстких поверхонь контактуючих тіл із врахуванням їх хвилястості. У 
роботах [20–22] описано вплив геометричної форми поверхонь та розподілу влас-
тивостей матеріалу на контактну взаємодію пружних тіл. Ці моделі мають велике 
методологічне значення. Проте залишається питання інтегрування цих моделей у 
задачі тієї чи іншої предметної області. У роботах [23, 24] увага приділяється кон-
такту із адгезією. У роботах [25, 26] описана, зокрема, модель JKR для аналізу ко-
нтакту тіл із адгезією. Ці моделі дають можливість визначати залежність не тільки 
стискних, але й сил розтягнення при контакті пружних тіл. Проте для чисельної 
реалізації ці моделі створюють певні труднощі. У роботах [27–29] описано за-
стосування методу граничних елементів для аналізу контактної взаємодії пружних 
тіл. Цей метод має деякі переваги перед методом скінченних елементів. Проте є 
певні обмеження при застосуванні до реальних машинобудівних конструкцій. 
Окремі, важливі для аналізу контактної взаємодії пружних тіл, чинники вра-
ховані у низці робіт. Це, зокрема, урахування впливу болтових з’єднань [30, 31], 
наявність лінійного або нелінійного проміжного шару між контактуючими тілами 
[32–34] тощо. Крім того, у деяких роботах [35–37] враховуються спеціальні вла-
стивості тонкостінних конструкцій або зміцнених поверхневих шарів деталей ма-
шин на їх міцність і жорсткість. При цьому класичні підходи, описані у роботах 
[38–40] стосовно моделей механіки суцільного середовища, методу скінченних 
елементів та методів мінімізації, створюють основу тільки для загальної варіацій-
ної постановки задач аналізу контактної взаємодії. Проте пряме їх застосування не 
дає можливості напряму ставити та розв’язувати усі типи виникаючих контактних 
задач. 
Таким чином, існуючі підходи, методи, моделі та засоби досліджень не 
дають прямої можливості здійснювати аналіз закономірностей розподілу кон-









ють розробки, описані у роботах [34, 41, 42]. Ці розробки розширюють відомі 
методи типу варіаційного принципу Калькера і метода граничних елементів [16, 
28]. При цьому вдається уникнути недоліків традиційних методів і моделей. Ра-
зом із тим стає можливим застосувати ці розробки для розв’язання задач конта-
ктної взаємодії тіл із узгодженими поверхнями. При цьому природнім чином 
ураховуються властивості проміжних шарів. 
Слід звернути увагу на ту обставину, що у низці робіт установлені залеж-
ності зміни розв’язків задач про напружено-деформований стан елементів конс-
трукцій на контактуючих поверхнях співпадаючої форми [34, 41, 42]. Проте за-
лишається невизначеною поведінка розв’язків таких задач при багатокомпоне-
нтній множині навантажень, яка складається не з однієї-двох, а з декількох сил.  
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою дослідження є розробити напіваналітичний метод дослідження 
НДС конструкцій із елементами, що контактують за узгодженими (конгруент-
ними) поверхнями. Це дасть можливість прискорити розв'язання задач про кон-
тактну взаємодію елементів конструкцій за узгодженими поверхнями.  
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– розробити моделі та методи досліджень контактної взаємодії конструкцій 
із елементами, які взаємодіють за узгодженими (конгруентними) поверхнями; 
– здійснити розв’язання тестових чисельних задач;  
– проаналізувати зміни розподілів компонент НДС та контактного тиску у 
досліджених об’єктах.  
 
4. Моделі та методи досліджень контактної взаємодії конструкцій із 
елементами, які взаємодіють за узгодженими (конгруентними) поверхнями 
У розгляд вводиться система контактуючих тіл, які займають у просторі 
об’єми Ωn, n=1,…, N (тут N – кількість тіл). Визначаються наступні компоненти 
НДС цих тіл: вектор переміщень точок тіл ( ) ,nu  тензори деформацій ε(n) та на-
пружень σ(n). Ці компоненти утворюють поля, тобто розподіли цих величин від-
носно просторових координат xk, k=1, 2, 3, які є компонентами радіус-вектора r  
довільної точки Mn∈Ωn. Компоненти НДС задовольняють системі рівнянь меха-
ніки суцільного середовища [38]: 
 
, ,2 ;  ij i j j iu u  , 0;  ij j jf  
 
,  ij ijkl klC  , , , 1, 2, 3.i j k l          (1) 
 
Тут компоненти u, ε, σ фігурують без індекса n приналежності до того чи 
іншого тіла, тобто вони справедливі для усіх тіл. 
У рівняннях (1) fi – компоненти об’ємних навантажень, Cijkl – компоненти 
тензора пружних констант матеріалу. 
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Крім того, на частинах контактних поверхонь ( )pqcS  діють умови непроник-
нення: 
 
( ) ( ) ;   
p q
pqu u  , 1,..., ,p q N          (3) 
 
де ( ) ( ), 
p qu u  – переміщення у напрямку нормалі   до поверхні 
( );pqcS  
( ) ( )  pq p pq qr r  – розподіл зазору між тілами  p  та q ; N – кількість тіл, що 
контактують. 
У загальному випадку δpq(rp) – деякий довільний розподіл зазору. Разом із 
тим, для певного класу конструкцій (рис. 1) δpq≡0. Якщо до того ж Sc – частини 
площин, то за відсутності тертя приходимо до варіаційного формулювання кон-
тактної задачі [12–14]:  
 
( ) min,I u             (4) 
 
де ( ) n
n
u u  – розподіли переміщень точок контактуючих тіл, які задовольня-
ють умовам (2), (3). 
 
   
а     б     в 
 
Рис. 1. Приклади конструкцій із контактом тіл за узгодженими поверхнями: а – 
лещата з однією рухомою губкою; б – універсальне збірне пристосування; в – 
лещата з двома рухомими губками 
 
Функціонал повної енергії досліджуваної системи контактуючих тіл [12–14]: 
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визначений на множині переміщень u. При дискретизації цього функціонала із 
застосуванням методу скінченних елементів (МСЕ) [32] функціонал приймає 







  ij i j i i
i j i
J U K U U f U         (6) 
 
де U – масив вузлових переміщень із компонентами Ui; f – масив вузлових 
сил із компонентами fi,; Kij – компоненти матриці жорсткості K. 
При цьому співвідношення (3) набувають вигляду:  
 
0, e gU U             (7) 
 
де індекси e, g відповідають нормальним переміщенням спряжених вузлів скін-
ченно-елементних моделей контактуючих тіл. 
Отже, вихідна задача набуває вигляду задачі квадратичного програмування 
[40, 43, 44]: знайти мінімум функції (6) на множині, заданій умовами (7). Поді-
бні формулювання розглядаються у роботах [32, 34, 41, 42]. Проте розв'язува-
льні співвідношення у цих роботах сформовані для загального випадку розпо-
ділу початкового зазору між контактуючими тілами. 
Як відмічається у роботах [41, 42], для випадку штампів та прес-форм підтве-
рджується частинні закономірності для розподілів контактного тиску. Ці законо-
мірності полягають у тому, що для одно- та двокомпонентних систем сил спосте-
рігається прямо пропорційна залежність між рівнем діючих сил та рівнем контак-
тного тиску. При цьому область контакту залишається незмінною при варіюванні 
діючих сил. Ставиться задача визначити правомірність цих особливостей для ви-
падку багатокомпонентної системи сил, які діють на досліджувані конструкції. 
Для випадку довільної системи сил, які діють на конструкції із тілами, що 
контактують за узгодженими поверхнями, як у роботі [41], можна застосовува-
ти міркування про мінімум квадратичної форми (6) на областях, заданих обме-
женнями (7) [43, 44]. Як видно із рис. 2, маємо у цьому випадку пропорційну 
залежність розв'язку, тобто точки мінімуму від рівня навантаження. Тобто якщо 
усі компоненти масиву f вузлових сил збільшити у τ разів, то розв'язок змінить-
ся також пропорційно. При цьому, якщо у співвідношеннях (7) виконується не-
рівність, то маємо безумовний мінімум J (точки О0, Оτ на рис. 2). Якщо ж у (7) 
справедлива рівність, то маємо умовний мінімум (точки Т0, Тτ на рис. 2). Самі ж 
підмножини вузлів, у яких виконується рівність та нерівність, залишаються не-












Рис. 2. Лінії рівня функції J у перерізі Ue –Ug 
 
Таким чином, для дискретизованої моделі досліджуваного об'єкта показана 
відома [1] справедливість прямої пропорційної залежності компонент НДС систе-
ми тіл, контактуючих за узгодженими поверхнями, від рівня діючої системи сил. 
 
5. Розв’язання тестових чисельних задач  
Як приклад досліджуваної конструкції розглядається верстатне пристосу-
вання лещатного типу. Для нього характерна наявність трьох компонент діючих 
сил. Першу створюють сили закріплення F, які діють у болтах B1 та B2 (рис. 3). 
Друга компонента – це зусилля закріплення Q, яке розвиває силовий циліндр. 
Третя компонента – це сила різання деталі N, яка діє з боку інструмента при ви-
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Рис. 3. Верстатні пристосування лещатного типу: а – зображення досліджува-
ного об’єкту; б – розрахункова модель та схема прикладення сил 
 
Приймемо за номінальні значення F0=30 кН, Q0=60 кН, N0=40 кН. При 
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де qmax – максимальний контактний тиск; σmax – максимальні еквівалентні на-
пруження за Мізесом; umax – максимальні повні переміщення при заданих зна-
ченнях τF, τQ, τN. 
За результатами досліджень формуються залежності безрозмірних харак-
теристик q^, σ^, u^ від параметрів τF, τQ, τN. Визначимо наступні сценарії варію-
вання параметрів τ: 
1) τQ=τN=0; τF∈[0,1; 10]; 
2) τQ=0; τN∈[0,1; 10]; τF∈[0,1; 10]; 
3) τQ≡τN≡τF≡τ∈[0,1; 10].  
Далі здійснено аналіз результатів розв'язання задач 1–3. 
1. При варіюванні τF (τQ=τN≡0) одержуємо за допомогою скінченно-
елементних пакетів незмінну картину розподілу контактного тиску, напружень 
та переміщень (рис. 4–6). Область контакту – постійна. Залежність qˆ(0, 0, τF ), 
σˆ(0, 0, τF ), uˆ(0, 0, τF ) від τF – прямо пропорційна (рис. 7). 
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Рис. 4. Картини розподілу переміщень для характерних значень сили болтового 










а     б     в 
 
Рис. 5. Картини розподілу напружень для характерних значень сили болтового 











Рис. 6. Картини розподілу контактного тиску для характерних значень сили бо-
лтового закріплення: а – τF=0,1; б – τF=1; в – τF=10 
 
2. При варіюванні τF, τQ (τN=0) картина розподілу контактного тиску, напру-
жень та переміщень сильно залежить від співвідношення τF, τQ (рис. 8–10). Об-























Рис. 7. Залежність зміни безрозмірних характеристик q^, σ^, u^ від ступеня варі-
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Рис. 8. Картини розподілу переміщень для різних варіантів варіювання τN, τQ: 
а – τF=10, τQ=0,1; б – τF=1, τQ=1; в – τF=0,1, τQ=10 
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Рис. 9. Картини розподілу напружень для різних варіантів варіювання τN, τF: а – 
а – τF=10, τQ=0,1; б – τF=1, τQ=1; в – τF=0,1, τQ=10 
 
У той же час, при фіксованих співвідношеннях τN, τF спостерігається прямо 


















Рис. 10. Картини розподілу контактного тиску для різних варіантів варіювання 
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Рис. 12. Картини розподілу переміщень при узгодженому варіюванні 
τQ=τN=τF=τ: а – τ=0,1; б – τ=1; в – τ=10 
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Рис. 13. Картини розподілу напружень при узгодженому варіюванні τQ=τN=τF=τ: 


















Рис. 14. Картини розподілу контактного тиску при узгодженому варіюванні 















Рис. 15. Залежність зміни безрозмірних характеристик q^, σ^, u^ від ступеня ва-
ріювання τQ=τN=τF=τ 
 
3. При узгодженому варіюванні τQ=τN=τF=τ спостерігається лінійна картина 
розподілу контактного тиску, напружень і переміщень при зміні τ (рис. 12–14). 
Величини qˆ, σˆ, uˆ прямо пропорційно залежать від τ (рис. 15). Область контак-
ту незмінна. 
 
6. Обговорення результатів аналізу тенденцій зміни розподілів компо-
нент НДС та контактного тиску у досліджених об’єктах  
Для аналізу НДС системи пружних тіл, які контактують за узгодженими 
поверхнями, розроблено чисельну модель на основі методу скінченних елемен-
тів. Контактна задача зводиться до мінімізації квадратичної форми, яка апрок-
симує функціонал повної енергії досліджуваної системи на множині вузлових 
переміщень. У просторі цих вузлових переміщень контактні обмеження є гіпе-
рплощинами, які проходять через початок координат. Завдяки таким особливо-
стям розв'язок задачі, як видно із рис. 2, є прямо пропорційним діючим силам. 
Тобто, якщо досягається безумовний мінімум квадратичної форми, то він збі-
льшується прямо пропорційно діючим силам у силу лінійності системи рівнянь 









співвідношенні (7), то залишається інше, проте лінійне рівняння ∂I/∂Ug=0. І у 
першому, і у другому випадку, розв'язок прямо пропорційний силам f. 
Таким чином, базуючись на визначеній особливості чисельної моделі кон-
тактної взаємодії тіл із поверхнями, що співпадають, запропоновано напівана-
літичний метод аналізу контактної взаємодії елементів конструкцій за узгодже-
ними поверхнями. Він полягає у встановленні розв'язку подібних контактних 
задач при довільному рівні діючих сил на основі розв'язку при певному рівні 
цих сил шляхом прямо пропорційного масштабування. 
Одержані результати розв’язання тестових задач підтверджують прогнозо-
вані залежності розподілів контактного тиску, напружень та переміщень від ді-
ючих сил. Так, при неузгодженому варіюванні окремих компонент системи ді-
ючих сил спостерігаються різкі зміни картин розподілу НДС (рис. 11). Якщо ж 
діючі сили прямо пропорційні одному параметру, то характеристики НДС пря-
мо пропорційні цьому параметру – рис. 7, 15. 
Запропонований метод має переваги перед традиційними чисельними пос-
тановками, оскільки різко обмежує необхідну кількість розв'язань задач аналізу 
контактної взаємодії при багатоваріантних дослідженнях із варіюванням рівня 
діючих сил. 
Визначені особливості розподілів контактного тиску і компонент НДС 
(рис. 4–6, 8–10, 12–14) мають велике значення при аналізі балансу переміщень 
у технологічних системах (типу «деталь-верстат-інструмент-пристосування», 
яка була досліджена у цій роботі). Для таких систем стає можливим лінеаризу-
вати розв’язки задач про переміщення точок пристосувань за певних співвід-
ношень між силами: закріплення на столі верстата, затискання деталей та рі-
зання. Постановка задачі здійснена у загальному вигляді (без прив’язки до кіль-
кості компонент множини діючих сил), а чисельні розв’язки розглянуті тільки 
для трикомпонентної системи сил. Це обмеження передбачається зняти у пода-
льших дослідженнях. Крім того, передбачається визначити чутливість розв’язку 




1. Запропоновано модель напружено-деформованого стану із урахуванням 
контактної взаємодії тіл за узгодженими поверхнями. Ця модель базується на ва-
ріаційному формулюванні. При цьому враховуються особливості, які полягають у 
нульовому зазорі між контактуючими тілами. Дискретизація задачі за методом 
скінченних елементів зводить задачу до проблеми мінімізації квадратичної форми 
на односторонніх обмеженнях у вигляді лінійних однорідних співвідношень. 
2. Дискретизована модель контактної взаємодії тіл із узгодженими поверх-
нями дає можливість прогнозувати прямо пропорційну залежність компонент 
напружено-деформованого стану цих тіл від рівня діючих сил, якщо їх компо-
ненти пропорційні одному параметру. Відповідно, на етапі проектних дослі-
джень елементів конструкцій, коли потрібні багатоваріантні дослідження на-
пружено-деформованого стану із урахуванням їх контактної взаємодії, можна 









сил. При варіюванні рівня сил відповідно змінюються результати розрахунків, 
незважаючи на нелінійність задач аналізу у загальному випадку. 
3. На прикладі верстатних пристосувань лещатного типу підтверджені за-
лежності компонент напружено-деформованого стану від рівня діючих сил, які 
прогнозовані на основі аналізу структури математичної та чисельної моделі на-
пружено-деформованого стану. Області контакту залишаються незмінними при 
зміні рівня діючих сил. Величини контактного тиску та компоненти НДС зрос-
тають прямо пропорційно діючим силам.  
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